71

6. INTRODUCCION AL CALCULOENC

6.1. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Repasemos algunas propiedades del conjunto de los ndimeros complejos C ={z=a+ib:a,bl R} .
No hay ningn nimero real x tal que x2+1=0 . Para que esa ecuacion tenga solucién es necesario
introducir & nimero imaginario i : 12=—1 . En C estan definidas |as operaciones sumay producto:

(at+ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d) (a+ib)-(c+id) = (ac—bd)+i(ad+bc)

Con estas dos operaciones C esun cuerpo: + y - Son asociativasy conmutativas, existela
distributiva, existen elementos neutros ( z+0—z y z.1=z) einversos:

" z=atib $ —z=—a-ib ta que z+(—2)=0 , " 20 $z7 1= aZij 32+b2 ta que z.z1=1

Se define ladiferenciay cociente de compleos como: z—w = z+(-w) , VZV =zw? s wto.
[Lo que no se puede, adiferenciade R, es definir un orden en C compatible con |as operaciones anteriores].

Dado z=x+iy , el complejo conjugadode z es Z=x-y ;y el médulode z es |z] = \x2+y2 .

Representando cada nimero complejo z=x+iy como e punto del plano |z-w| zw

de coordenadas (x,y), esfécil ver que el complejo suma z+w estdenel
vértice opuesto al origen de un paralelogramo dos de cuyos lados son Z=x+iy
los segmentos queunen z y w con O=(0,0) . El conjugado de z es
lareflexion de z respecto del gereal y=0. El modulo es la distancia
desde z & origen. Ladistanciade z a w vienedadapor |z—w|.

Algunas propiedades de demostracion inmediata son: z=x-ly

7=z, ZTW=Z+W, Z2=—2), ZW=2W,Z1 =27, |2l =22Z, |z-w| = |z]- |w]|
Mas dificil es probar (ver Spivak) que |z+w| £ |z|+|w| (el significado geométrico es claro).

Un z se puede escribir utilizando coordenadas polares: z = x+iy =r(cosqg+iseng), donde r = |z|
y q esel angulo que formael segmento Oz con el ge x positivo. El g no es unico: todos los q+2kp
nos dan e mismo z. Cualquierade ellos se llama arqumento de z. El argumento principal es el g tal
que OEq<2p . El g sehalautilizando que tang=y/x y mirando €l cuadranteen queestad z.

Por ejemplo, para z=—2+2i es |z|=24/2 ; como tanq=—1 y z esdel tercer cuadrante, también sepuede escribir
(con el argumento principal) en laforma z = V2 [cosJ2 +|seni)] (6 conotro q: z=2yz [cos s +isen'22 ] ).

Mas adelante justificaremosque s q escuaquier red: d 9 = cosq+isenq (complejodemédulo 1) .
Esto nos proporciona una forma més corta de expresar un complejo en polares:
z=réd9, donde r= |zl y g esunargumentode z.
Las formas polares son muy Utiles para efectuar productosy potencias:
Si z=rd9, w=s€? entonces. z-w=rse'(9*®) =rs[cos(q+a)+isen(q+a)],

% - % d(a-a) - rg[cos(q—a)ﬂsen(q—a)] , 2" =r" "9 = " (cosng+isennq)

Todo z=rée91 0 tiene exactamente n raices n-simas distintas dadas por
\z=+ré" =r (cosf +isenf ) donde f :%+2—';9 , k=0,...n-1 .

[las dos primeras son inmediatas; ladel 2" se prueba por induccion, paralaraiz
bastaelevar a n y observar ques k=n,n+1,... serepiten los angulos de antes]
Vemosquelas n raices estan situadas en los vértices de un poligono regular.
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Hagamos una serie de operaciones de repaso de la aritmética complgja:

Calcular [i(2+i)~1 (341 )| . Bastahacer uso de las propiedades del médulo: ||:ﬂ%|23+‘—i‘|1il =15-45.

[Vamos ahora a hacerlo dando un rodeo calculando € complegjo que esté dentro del moédulo:

i[3+4i] _[3i—4][2-] _3-8+6i+4i
2+ T [2+i][24] T 5

Calcular w=(1-)% . Directamente: w = 1+6(—i)+15(—i )2+20(—)3+15(—)#+6(—)>+(—)6 = 1-6i—15+20i+15-6i—1 = 8i
En polares: r =2 , tanq=—1® q=? (q esdel cuarto cuadrante). Asi: (V2 e'P1/4)6 = ge?1PI/2 = gPl/2 - gj

=—1+2i , cuyo médulo es, desde luego, V5 ]

Hallar las raices clibicas del nimero complejo z :E . Podemos hacer: z :%ﬁ%} = 6+28' = 3+4j = 5 d¥ctan(4/3)

/q/ ko3

Factorizar el polinomio real x#+1 (lo habiamos necesitado para hallar la Gltima primitiva del capitulo anterior).
. _ ] . _.p 4= if _pb 3p 5p 7p
Las raices del polinomio son las cuatro raices complgjasde —1=1€'” queson 41¢e"' con f 4444
Esdecir, z o = % [1£i], z3 4 :% [1+i] (complgjos conjugados dos a dos, como debian; alas mismas raices
llegarfamos, desde luego, buscando los z talesque z2=+i , pero el camino seria mucho méas largo). Por tanto:

X1 = [(x=27)(%20)] [(x=21)(%=2p)] = [} (21 +29) X +212)] [X2~(Z3+24) X +2324] = [X2—2x+1] [x2+4[2x+1]

Por tanto, \Sl_z = \3I_5 el donde f :%@ +2—|§9 , k=0,1,2
[con calculadora: g=arctan(4/3) » 0.927 ; f »0.309, 2.403, 4.498 ;

En polares: 7+ = 52 darctan(U7) 1 - 5 d7P4 g 5= gellarctan(1/7)+p/4]
[las dos expresiones de z coinciden: en prob4 vimos que arctanx+arctany = arctm% ] ﬂ
volviendo a cartesianas: z» 1.63+0.52i, —1.26+1.15i, —0.36-1.67i | &4

Hallar |as raices de laecuacién z2-iz-1-i = 0. Laférmula z :2%1[ —b+b?—4ac | siguesiendo vélidasi interpretamos

J~ como unade las raices del complejo b°—4ac (no tiene sentido decir "laraiz positiva' de un complejo).
En nuestro caso: z :%[iim ] . Trabajemos en cartesianas: buscamos z=x+iy tal que z2 =x2—y2+2xyi =3+4i .
Debe ser x2—y2=3 y 2xy=4 . Hay dos soluciones reales de este sistema: x=2, y=1 y x=—2, y=—1.
[hallando laraiz en polares obtendriamos 4/5 ei'c , f =%W3) + kp , k=0,1 , que deben coincidir con +(2+i) ]

Las dosraices z buscadas son pues: z:%[i+(2+i)] =1+ y z :%[i—(2+i)] =-1. 3

Representar en el plano complejo los z que satisfacen |z—i|<2 . Si z=x+iy ladesigualdad se
convierteen |x+i(y-1)|<2 U x2+(y—1)2<4. Los z buscados son losdel circulo de
centro (0,1) y radio 2, sin el borde (claro, los z que distan del complejo i menos que 2).

-1

Expresar cos3q Yy sen3g _entérminosde cosg y sengq utilizando potencias de complejos

cos3q +isen3q = € 9 = [¢9]® = [cosq+iseng]® = cos3q—3cosqsen?q + i [3cos2qseng—sen3q] . De agui:
cos3q = 4cos3g—3cosq , sen3q = 3seng—4sen3q
[saldria utilizando sdlo propiedades real es de senos y cosenos de sumas, pero tardariamos bastante mas|

Pasemos ya a tratar las funciones de variable compleja. Una funcion f(z) de variable
complgla sera unaregla que asignaacadacomplego z de un dominio un tnico complgo f(z) .
Como los reales son un tipo particular de nimeros complejos podriamos hablar también de funciones reales de
variable complela, si f(z) esrea paracada z, o de funciones complejas de variable real (incluso las funciones
reales de variable real vistas hasta ahora se pueden mirar como un tipo particular de funciones compl gjas).
Por gemplo f(z) =22 , f(2) =Z , f(2) = f(x+iy) = senx+icosy son funciones complejas de variable complegja. Una
funcion complegja de variable real es, por giemplo, f(x) =x+i s xI R . Funciones (importantes) reales de variable
complgjason f(z) =|z| (funcién "valor absoluto") , Re(z) =Re(x+iy) =x, Im(z) =Im(x+iy) =y (funciones "parte rea"
y "parte imaginaria’, respectivamente) y Arg(z)=q, si q esel argumento principa de z (funcién "argumento™).

Cualquier funcién f de valores compleos puede escribirseen laforma f =u+iv,donde u y v
(parterea y parte imaginariade f) son funciones con valores reales (esto no siempre sera Util).

Por ejemplo, asi podemos expresar: f(z) = 22 = (x2—y2) +i (2xy) , f(z) =Z=x—iy
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Pintar funciones complejas es mucho mas dificil que las reales. Podriamos dibujar flechas entre dos planos complejos, o
bien escribir el valor de f(z) sobrecada z de un plano complejo. Las dos cosas estén hechas abajo para f(z) =22 :

L as definiciones de limites y continuidad son las de R sustituyendo valores absolutos por médulos (e,di R; z,a L1 C):

Def: Iimf(z)=L s " e>0 $d>0 tal quesi z cumple O<|z—al<d entonces [f(z)-L|<e.
f escontinuaen a s " e>0%$d>0 tal ques z cumple |z—al<d entonces |[f(z)—f(a)|<e.

[Si un entorno es B(a,r) ={zl C:|z—al<r} , que f es continuaen a

significa que podemos encontrar un entorno de a deradio d lo \,
suficientemente pequefio de forma que su imagen este contenida en radio d

un entorno de f(a) decualquier radio e, por pequefio que sea €] radio e

Teor'| f y g continuasen @ C b f+g, f.gy f/g(s g(a)* 0) son continuasen a.
Si f=u+iv (u,v reaes), entonces f escontinuaen a U u y v soncontinuasen a.

[las demostraciones del +, . y / son iguales que las real es, ya que seguimos teniendo la desigualdad triangular;
paralaotra: [f(z2)—f(a)|=][u(z)-u(a)]+i[v(z)-v(a)]| es pequefio si y sdlo si |o son [u(z)-u(a)] y [v(z)-v(a)| ]

Ejemplos:. esfacil ver que f(z)=constante y f(z)=z son continuas en cualquier a (por tanto, también lo son cualquier
polinomio y cualquier cociente de polinomios donde el denominador no se anula).

Re(z)=x e Im(z)=y son continuas en todo a por e teoremaanterior y porque f(z)=z loes.
[0 directamente: si a=p+iq; [x—p|, ly-a| < V[x—pl2+ly—]2 = |[z—dl< e si |z-a|<d=e]

f(z2) =z escontinuaentodo C pues |z-a=| z—a|=|z-a| < e si |z—a] < d=e
[o por el teoremay € gemplo anterior: u(z)=x, v(z)=—y lo son|

[como severaen Céculo I1, unafuncién de dos variables que sea composicion de funciones continuas sera también
continua; asi serafacil asegurar que lo es unafuncién como, por gemplo, f(x+iy) = yarctan(xy)+ixcos(x+y) ]

Hay funciones discontinuas muy sencillas como Arg(z) en cuaquier a real positivo. En cuadquier
entorno de a hay puntos z enque Arg(z) escasi 2p y por tanto  |Arg(2)-Arg(a)|=|Arg(2)-0
. no se puede hacer tan pequefio como queramos [en los demas a lafuncion si es continug]
i 2P [si el argumento principal o hubiésemos escogido en (—p,p] conseguiriamos que lafuncién Arg(z)
fuese continua en el semigje real positivo, pero ladiscontinuidad se trasladaria al negativo]

Def:
f(2) esderivableen a C s existed Jjm "@27@ = 1(g)

[Definicion como ladeR ; también como alli se prueba que "derivable P continua' y los resultados para el calculo:
(fxg)'=f'+g' , (f.9)'=f'g+fg' , (1/9)'=-g'/g? , (fog)'(d)=F'(9(a)).g'(d)

Con esto sabemos derivar polinomios y funciones racional es (méas adel ante también podremos derivar
senz, cosz y €%, pero por ahorani siquiera sabemos lo que son estas funciones complegjas)].

f(2) f(O) X—iy

Hay funciones muy sencillas no derivables como f(z) =z, pues el I& (x+|%]® 0 x+iy
(x—y)/(x+iy) cuando y=0 vale 1 y cuando x=0 vale —1; € Ilmlte no puede existir
pues el cocientetomavalores 1 y —1 para z tan cercanos como queramosa 0.
[Sabiendo algo de derivadas parciales: se pruebaen andisis complejo que paraque una f=u+iv seaderivable es necesario
que Ux=vy Y que uy=—Vy (ecuaciones de Cauchy-Riemann). Para f(z)=x-iy no sesatisfacen, pues ux=11* w=-1.
De hecho, lamayoria de las funciones definidas en laforma f=u+iv seran no derivables, pues es mucha casualidad que
u y v cuaesquiera satisfagan dichas ecuaciones. Comprobemos que si se cumplen para una funcién derivable como:
f(2)=22 (de derivada f'(2)=2z ) : uy=2x= Vy , Uy==2y=—Vy].

no existe:
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6.2. SERIES COMPLEJAS DE POTENCIAS

Comencemos con sucesiones{a,}1 C de complgos, 0 sea, funcionesdeN en C [ |-| modulo |:

Def: {a,}® L g paratodo e>0 existe N natural tal ques n® N entonces |a,—L|<e

afz

bb— P

Para cualquier entorno de L casi todos |os puntos de la sucesion estan dentro:

Teor: | Sea a,=bp+ic,,con by y ¢, realesy L=p+iq. Entonces
{a}eL U {bp}®py {ci}@q

- , - I (bh—p)?<e? b |bp—pl<e
P) " e$N ta quesi N b |an—L|=|(by—p)+i <e U 24 2<e2 p
) q |an—L |=(bn—p)+i(ch—0)l (bn—p)=+(ch-0) I (-0)2<e2 b |cyql<e
i$N1,n3N; P |bp—pl<e/2

. ] L N
U) " igny neNy b fengl<erz P 1B tIEPnpl+lilica—gi<e sl n® N=max{Ny,Na}

Como en R, una serie de complejos & 4&, se dice convergente si lo essu sucesion S, de sumas
parciales. Una consecuenciainmediata del teorema anterior es:

Teor:

o ~ o o ¥ ¥ . ¥
a=bptic,: aa, convergeU ab, y ac, convergeny secumple :‘;_llan = ;"@l b, +i é_ll Cn

a a, es absolutamente convergente si 1o hace la seriereal a |a,| . A esta serie de los mddulos se le
pueden aplicar todos | os criterios de convergencia de series reales conocidos. Se tiene también que:

1| & a absolutamenteconverge b a &, convergente
Teor: | § g, absolutament ge b a gente |

Si ay=h*icy, , |an[2=lbn2+cn[2 P [onl, lcn| £ lan] ; @ lan|conv b A Jon|y &lcn| conv b &by y & ¢, conv

Ejemplos: an :sen% +i (2+%)n diverge, pues b :sen%® 0 pero ¢, = (2+%)n® ¥

2@ 0 b an® 0 [esto esintuitivamente claroy fécil de formalizar]

1  i\n
an=(5+3); lanl=2
o 1 i\N o} _8,14\n . L
a (5 +5 ) convergepuesd |an|=a () esserie geométrica convergente

[como en R seve que: a an convergenteb a,® 0; esto es otra prueba de que ladltima{a,} converge]

2 ™ 1o converge absol tamente (& LG ), pero si converge: § (LS N L
a, 1vg1 1u anlw,lp iconverge: & 7 =i-5 -3+, +tg gt
=—5(1-5+3-)+i(1-3+5 —..) convergentes ambas por Leibniz.
¥
Veamosyalasseries de potencias complejas | f(z)= éo anz" :a0+alz+a222+... , an,zl C
n=

Se tienen resultados andlogos alos de R con demostraciones (que no hacemos) calcadas delas de ali:

Teor: | A cada serie de potencias esta asociado un niimero positivo R, llamado radio de convergencia
delaserie, que tiene las siguientes propiedades:

s R=0, laseriesdlo converges z=0; s R=¥ ,laserie converge paratodo z;

s R esun numero real positivo, la serie converge para |z|<R vy diverge para |z>R .

Aqui € intervalo de convergencia se ha convertido en e circulo de convergencia |z[<R.
Sobre la circunferencia |z|=R no se puede asegurar nada. Como en los reales habra
series que convergen en toda ella, otras en puntos aislados, otras en ninguno...

diverge
converge

El cdlculodd R sepuede hacer utilizando €l criterio del cociente: R = |&5T’¥ el
n lan+1 |

Estas series se pueden sumar, multiplicar, dividir,... igual que lasrealesy setiene el mismo resultado sobre derivacion:

¥ ¥
Sea f(z) =4 a,z" para |z|<R . Entonces f esderivablepara |z|<R y f'(2) = él na,z"*

n=0 n=

Teor:
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Como consecuencia las funciones definidas por series de potencias vuelven a ser infinitamente derivables (y por
tanto también continuas) dentro del circulo de convergencia. Un resultado importante y sorprendente, que desde luego no
es cierto en los reales, y que se prueba con técnicas mas avanzadas de calculo complejo es:

Teor: Unafuncion f(z) derivableenunaregion A del plano esinfinitamente derivableen A .
Ademés, en todo circulo contenido en A lafuncién f(z) coincide con su serie de Taylor.
cosg= & (D7
’ 2, (@)
El R delastresserieses ¥ . Estas funciones tienen propiedades (féciles de probar) esperadas como:
(senz)'=cosz, (cosz)'=—senz, sen(—z)=—senz, cos(—z)=cosz, (e?) =eZ, e2=1/eZ, eZ+W=gZgV
Ademas de otras nuevas como:

Definimos tres nuevas funciones compleas, que hasta ahora no tenian sentido:

Def: z_gs 20 (-1)"z2n+1
e =a . Senz= ,?‘o (2n+1)!

"zl C

: 2 i3
€7 | = 1+iz— 3 %+f o === —,+4—I L) +i(z- —,+§ —.) = cosz+isenz |

[se pueden reordenar las series que convergen absolutamente y estalo hace paratodo z ]
[si z=y real obtenemos la prometida relacion que nos permitio abreviar laformapolar: €Y =cosy+iseny |
[no es necesario sumar series para calcular las exponenciales de complejos. eXt!Y =eXdY =eX(cosy+iseny) ]

Masrelaciones. eZ = cosz—isenz , senz = %[eiz—e—iz] , COSZ = %[ei2+e—iz]

[Con ellas, por gjemplo, sen(p+i) = %[ei(p*i)—e—‘(p*i)] :%[€1é P—eleip] :iE[e—l—el] (=seni)].
[Las funciones complejas senz y cosz ho estan acotadas. En el gjeimaginario, por gjemplo:
sen(iy) = %[e‘y -eY] =ishy , cos(iy) = %[e—y +eY¥] = chy ;
otro resultado clasico es que las Unicas funciones acotadas y analiticas en todo €l plano son las constantes).

Lo visto para series complejas permite explicar situaciones sorprendentes de las funciones reales. ¢Por qué s tanto X
como 1/(1+x2) son C¥(R), laseriedelaprimeraconverge " x mientras la de la segunda solo lo hace en (-1,1) ?
Pues porque laserie 1-72+74—... de 1/(1+z2) ha de definir una funcién continuay en z=+i esta funcién no lo es
[esto sucede en general paratodo cociente de polinomios complejos (reales, en particular): € radio R de su serie es la
distanciaa cero més préximo del denominador (en |z][<R esderivabley, por tanto, analitica)]. También entendemos el
extrafio comportamiento de lafuncion f(x)=e1/ x2 f(0)=0 quetieneinfinitas derivadas pero solo coincide con su serie
de Taylor en x=0: como f(iy)=e1/y2® ¥ ,si y® 0, lafuncion complegjano essiquieracontinuaen z=0.

z”_|5h|\/_

Ejemplos: Estudiemos donde converge: S = ® 1=R.
1emp g S Vn lan+1] v i [conv
Converge en el circulo |z|<ly divergeen |z|>1. ;Qué pasaen |z]=1 ? No converge
absolutamente en esa circunferencia, pero podria converger en algunos z deella f OV
. . , [_1 n 1 . Conv pIv
Por gjemplo, si z=1, laserie S =1, S? diverge;

s z=i converge, pues Sjm S[_—lL |S m y convergen ambas (Leibniz). DIV

Desarrollemos en serie f(z) = 1 . Que a Z" convergeU |z|<1y que su suma es i se prueba como en R.

Asi, f(2) = 4 1= [122/4] ao( Bé . z2/4]<1 U |zJ<2 (distanciade los ceros complejos al origen).

[obsérvese que la serie no converge en ningun punto de lacircunferencia |z|=2 pues paracuaquier z con
ese médul o nos queda una serie cuyo término general no tiendea 0 puestiene médulo constante 1/4 ].

Podemos desarrollarla también (dando rodeos) de otras formas. Descomponiendo en fracciones simples compleas:

1 _1p 1 14.1p 1 T EEANN L T W - U I CO
22+4 ~4il z-2i ~ z+2i 1 T 8l 1-2/2i 1+z/2| 8 &, @)N @) T8 Fo 22ni2n TZ, 4ntl

Dividiendo (pues las manipulaciones con series complgjas, como dijimos, son las mismas que con las real es):

1 1
[4+22[qgteqz+apz?+...| =1 ® 4dag=1,89= ; 48=0,21=0; 4ay+a=0,8=—1¢ , ...



